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数论基础



整除

• 定义：设 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ，𝑎 ≠ 0。如果 ∃𝑞 ∈ ℤ，使得 𝑏 = 𝑎𝑞，那么就
说 𝑏 可被 𝑎 整除,记作𝑎 ∣ 𝑏，反之记作 𝑎 ∤ 𝑏。

• 简单性质：
• 𝑎 ∣ 𝑏 ⟺ −𝑎 ∣ 𝑏 ⟺ 𝑎 ∣ −𝑏 ⟺ 𝑎 ∣ 𝑏

• 𝑎 ∣ 𝑏 ∧ 𝑏 ∣ 𝑐 ⟹ 𝑎 ∣ 𝑐

• 𝑎 ∣ 𝑏 ∧ 𝑎 ∣ 𝑐 ⟺ ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℤ, 𝑎 ∣ (𝑥𝑏 + 𝑦𝑐)

• 𝑎 ∣ 𝑏 ∧ 𝑏 ∣ 𝑎 ⟹ 𝑏 = ±𝑎

• 设𝑚 ≠ 0，那么 𝑎 ∣ 𝑏 ⟺ 𝑚𝑎 ∣ 𝑚𝑏。

• 设 𝑏 ≠ 0，那么 𝑎 ∣ 𝑏 ⟹ 𝑎 ≤ 𝑏 。

• 设 𝑎 ≠ 0, 𝑏 = 𝑞𝑎 + 𝑐，那么 𝑎 ∣ 𝑏 ⟺ 𝑎 ∣ 𝑐。



整除

• 约数（因数）、倍数
• 0是所有非 0整数的倍数。

• 对于整数 𝑏 ≠ 0，𝑏 的约数只有有限个。

• 平凡约数（平凡因数）
• 对于整数 𝑏 ≠ 0，±1、±𝑏是 𝑏的平凡约数。

• 当 𝑏 = ±1时，𝑏只有两个平凡约数。

• 对于整数 𝑏 ≠ 0，𝑏 的其他约数称为真约数（真因数、非平凡约数、非平
凡因数）。



整除

• 约数的性质：

• 设整数 𝑏 ≠ 0，当 𝑑 遍历 𝑏 的全体约数的时候，
𝑏

𝑑
也遍历 b 的全体约数。

• 设整数 𝑏 > 0，当 d 遍历 b 的全体正约数的时候，
𝑏

𝑑
也遍历 b 的全体正约

数。

• 如果没有特别说明，约数总是指正约数。



带余数除法

• 余数：没有特别说明，总是指最小非负余数。

• 余数性质：

• 任一整数被正整数 𝑎 除后，余数一定是且仅是 0到 (𝑎 − 1)这 𝑎 个数中
的一个。

• 相邻的 𝑎 个整数被正整数 𝑎 除后，恰好取到上述 𝑎 个余数。特别地，一
定有且仅有一个数被 𝑎 整除。



最大公约数与最小公倍数

• 最大公约数(GCD)：
• 公约数：一组整数的公约数，是指同时是这组数中每一个数的约数的数。

• 最大公约数：所有公约数里面最大的一个。

• 最小公倍数(LCM)：
• 所有正的公倍数里面，最小的一个数。

• 求GCD：欧几里得算法，复杂度为𝑂(log 𝑛)

• 𝑎, 𝑏 > 0，则𝐿𝐶𝑀 𝑎, 𝑏 =
𝑎×𝑏

𝐺𝐶𝐷(𝑎,𝑏)

• 裴蜀定理：设 𝑎, 𝑏 是不全为零的整数，对任意整数 𝑥, 𝑦，满足
gcd 𝑎, 𝑏 ∣ 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦，且存在整数 𝑥, 𝑦, 使得 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = gcd(𝑎, 𝑏)。



素数与合数

• 没有特别说明，素数总是指正的素数。

• 简单性质：
• 大于 1的整数 𝑎 是合数，等价于 𝑎 可以表示为整数 𝑑 和 𝑒（1 < 𝑑, 𝑒 < 𝑎）
的乘积。

• 如果素数 𝑝有大于 1的约数 𝑑，那么 𝑑 = 𝑝。

• 大于 1的整数 𝑎 一定可以表示为素数的乘积。

• 对于合数 𝑎，一定存在素数 𝑝 ≤ 𝑎使得 𝑝 ∣ 𝑎。

• 素数有无穷多个。

• 所有大于 3的素数都可以表示为 6𝑛 ± 1的形式。



算术基本定理

• 算术基本定理（唯一分解定理）：
• 设正整数 𝑎，那么必有表示：

𝑎 = 𝑝1𝑝2⋯𝑝𝑠
• 其中 𝑝𝑗 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑠 是素数。并且在不计次序的意义下，该表示唯一。

• 标准素因数分解式：
• 将上述表示中，相同的素数合并，可得：

𝑎 = 𝑝1
𝛼1𝑝2

𝛼2⋯𝑝𝑠
𝛼𝑠 , 𝑝1 < 𝑝2 < ⋯ < 𝑝𝑠

• 称为正整数 a 的标准素因数分解式。



同余

• 定义：
• 设整数𝑚 ≠ 0。若𝑚 ∣ 𝑎 − 𝑏 ，称𝑚为模数（模），𝑎同余于 𝑏 模𝑚，
𝑏 是 𝑎 对模𝑚的剩余。记作 𝑎 ≡ 𝑏 (mod𝑚)。

• 若 𝑎不同余于 𝑏 模𝑚，𝑏不是 𝑎 对模𝑚的剩余。记作 𝑎 ≢ 𝑏 (mod𝑚)。

• 式中的 𝑏 是 𝑎 对模𝑚的剩余，这个概念与余数完全一致。通过限定 𝑏 的
范围，相应的有 𝑎 对模 𝑚 的最小非负剩余、绝对最小剩余、最小正剩余。

• 性质：
• 线性运算：若 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℤ,𝑚 ∈ ℕ∗, 𝑎 ≡ 𝑏 mod 𝑚 , 𝑐 ≡ 𝑑 mod 𝑚 ，则有：

𝑎 ± 𝑐 ≡ 𝑏 ± 𝑑 (mod𝑚)
𝑎 × 𝑐 ≡ 𝑏 × 𝑑 (mod𝑚)



同余

• 若 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ, 𝑘,𝑚 ∈ ℕ∗, 𝑎 ≡ 𝑏 (mod 𝑚), 则 𝑎𝑘 ≡ 𝑏𝑘 (mod 𝑚𝑘)。

• 若 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ, 𝑑,𝑚 ∈ ℕ∗, 𝑑 ∣ 𝑎, 𝑑 ∣ 𝑏, 𝑑 ∣ 𝑚，则当 𝑎 ≡ 𝑏 (mod 𝑚)成立时，有
𝑎

𝑑
≡

𝑏

𝑑
൰൬mod

𝑚

𝑑
。

• 若 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ, 𝑑,𝑚 ∈ ℕ∗, 𝑑 ∣ 𝑚，则当 𝑎 ≡ 𝑏 (mod 𝑚)成立时，有 𝑎 ≡
𝑏 (mod 𝑑)。

• 若𝑎, 𝑏 ∈ ℤ, 𝑑,𝑚 ∈ ℕ∗，则当 𝑎 ≡ 𝑏 (mod𝑚)成立时，有 gcd(𝑎,𝑚) =
gcd(𝑏,𝑚)。若 𝑑 能整除𝑚及 𝑎, 𝑏 中的一个，则 𝑑 必定能整除 𝑎, 𝑏中的
另一个。



数论函数

• 数论函数：
• 指定义域为正整数的函数。数论函数也可以视作一个数列。

• 积性函数
• 定义：若函数 𝑓 𝑛 满足 𝑓 1 = 1且 ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ ℕ∗, gcd(𝑥, 𝑦) = 1都有
𝑓 𝑥𝑦 = 𝑓 𝑥 𝑓 𝑦 ，则 𝑓 𝑛 为积性函数。

• 若去除 gcd(𝑥, 𝑦) = 1条件后仍然满足 𝑓 𝑥𝑦 = 𝑓 𝑥 𝑓 𝑦 ，则 𝑓(𝑛)为完
全积性函数。

• 常见数论函数例子：
• 单位函数：𝜀 𝑛 = 𝑛 = 1 。（完全积性）

• 恒等函数：id𝑘 𝑛 = 𝑛𝑘，id1(𝑛)通常简记作 id 𝑛 。（完全积性）



数论函数

• 常数函数：1(𝑛) = 1。（完全积性）

• 除数函数：𝜎𝑘(𝑛) = σ𝑑∣𝑛 𝑑
𝑘。𝜎0(𝑛)通常简记作 𝑑 𝑛 或 𝜏(𝑛)，𝜎1(𝑛)通常

简记作 𝜎 𝑛 。

• 欧拉函数：𝜑 𝑛 = σ𝑖=1
𝑛 gcd 𝑖, 𝑛 = 1 。（1~𝑛中与 𝑛互质数字个数）

• 莫比乌斯函数：𝜇 𝑛 = ቐ

1 𝑛 = 1
0 ∃𝑑 > 1, 𝑑2 ∣ 𝑛

−1 𝜔 𝑛 otherwise
，其中𝜔 𝑛 表示 𝑛的本

质不同质因子个数，它是一个加性函数（与积性函数类似：a, b互质时
𝑓 𝑎𝑏 = 𝑓 𝑎 + 𝑓(𝑏)）。



筛法



引入

• 如何找出 1~𝑛中所有的素数？
• 质数检验？

• 对于 1~𝑛所有数字进行一次质数检验，时间复杂度为𝑂(𝑛 𝑛)，当 𝑛较
大时不能接受。

• 筛法：埃拉托斯特尼筛法（埃氏筛）、线性筛



埃氏筛

• 考虑 1~𝑛 中任意整数，它的 𝑥 倍都是合数（𝑥 > 1）。

• 从小到大依此考虑 1~𝑛 中的每个数，将当前这个数的所有≥ 2的
倍数记为合数。

• 事实上，根据唯一分解定理，只要考虑每个素数的倍数即可；

• 同时，对于素数 𝑝，我们只要考虑其 ≥ 𝑝的倍数即可，因为 ≤ 𝑝
的倍数在之前已经被筛去了。

• 时间复杂度为 𝑂 𝑛 log log 𝑛 。

• 事实上其还有很多奇怪的优化，具体点击这里。

https://oiwiki.com/math/number-theory/sieve/


埃氏筛

• 参考代码



线性筛法

• 埃氏筛会将一个合数重复多次标记。

• 如何去除重复标记？

• 能否让每个合数只会被其最小的质因子筛去？

• 时间复杂度为严格 𝑂(𝑛)。



线性筛法

• 参考代码



线性筛法

• 能用于求解一些积性函数；

• 能用于求约数个数；

• 结合链表能用于分解质因数。



模板题

• P3383 【模板】线性筛素数 (luogu.com.cn)

• 由于时限为 2𝑠，所以两个筛法都能过。

• 测试效率：

线性筛

埃氏筛

https://www.luogu.com.cn/problem/P3383


扩展欧几里得



引入

• 回忆裴蜀定理，考虑不定方程 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 𝑐 (𝑐 ≠ 0)，其有解的充

要条件为 gcd a, b ∣ 𝑐；

• 接下来我们只需考虑不定方程 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = gcd(𝑎, 𝑏)。



推导过程

• 考虑欧几里得算法，递归到边界即 𝑏0 = 0时，𝑎0 = gcd(𝑎, 𝑏)，此时有 𝑥0 =
1, 𝑦0 = 0，可满足 𝑎0𝑥0 + 𝑏0𝑦0 = gcd(𝑎, 𝑏)。

• 考虑回溯状态，已知 𝑎𝑖𝑥𝑖 + 𝑏𝑖𝑦𝑖 = gcd 𝑎, 𝑏 , 𝑎𝑖 = 𝑏𝑖+1, 𝑏𝑖 = 𝑎𝑖+1 %𝑏𝑖+1，令
𝑎𝑖+1 = 𝑘𝑏𝑖+1 + 𝑏𝑖，则有

𝑏𝑖+1𝑥𝑖 + 𝑎𝑖+1 − 𝑘𝑏𝑖+1 𝑦𝑖 = gcd 𝑎, 𝑏

• 整理一下得
𝑎𝑖+1𝑦𝑖 + 𝑏𝑖+1 𝑥𝑖 − 𝑘𝑦𝑖 = gcd(𝑎, 𝑏)

• 故我们可以得到 𝑥𝑖+1 = 𝑦𝑖 , 𝑦𝑖+1 = 𝑥𝑖 −
𝑎𝑖+1

𝑏𝑖+1
𝑦𝑖。

• 用欧几里得算法即可求解。



参考代码



模板题

• P5656 【模板】二元一次不定方程 (exgcd) (luogu.com.cn)

• 在 Exgcd 基础上增加了若干分类讨论。

• 了解如何求最小/大正整数解、最小/大整数解。

https://www.luogu.com.cn/problem/P5656


参考代码



乘法逆元



定义

• 模意义下乘法运算的逆元。

• 如果一个线性同余方程 𝑎𝑥 ≡ 1 (mod 𝑏)，则 𝑥 称为 𝑎 mod 𝑏的逆

元，记作 𝑎−1。



费马小定理求逆元

• 要求模数 𝑏 为素数，且 gcd 𝑎, 𝑏 = 1。

• 费马小定理：𝑏为素数且 gcd 𝑎, 𝑏 = 1时，有 𝑎𝑏−1 ≡ 1 (mod 𝑏)

• 根据定义 𝑎−1 = 𝑎𝑏−2，使用快速幂求解即可。



扩展欧几里得求逆元

• 要求 gcd 𝑎, 𝑏 = 1。

• 利用 exgcd 解线性方程 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 1。

• 解得 𝑥 显然满足 𝑎𝑥 ≡ 1 (mod 𝑏)

• 根据定义 𝑎−1 = 𝑥，考虑到 exgcd 的解可能为负数，故最终结果

一般写成 𝑥%𝑏 + 𝑏 %𝑏



线性递推求逆元

• 用于求解 1,2,… , 𝑛 中每个数关于 𝑝 的逆元。

• 显然有 1−1 = 1 mod 𝑝 ；

• 对于求 𝑖−1，令 𝑘 =
𝑝

𝑖
, 𝑗 = 𝑝 mod 𝑖，则有 𝑝 = 𝑘𝑖 + 𝑗，故能得到𝑘𝑖 + 𝑗 ≡

0 (mod 𝑝)；

• 左右同乘 𝑖−1 × 𝑗−1，得到 𝑘𝑗−1 + 𝑖−1 ≡ 0 (mod 𝑝)；

• 带入 𝑗 = 𝑝 mod 𝑖，得到 𝑖−1 ≡ −
𝑝

𝑖
𝑝 mod 𝑖 −1 mod 𝑝 ；

• 由于 𝑝 mod 𝑖 < 𝑖，故可通过递推求得 𝑖−1：

𝑖−1 = ൝
1 𝑖 = 1

−
𝑝

𝑖
𝑝 mod 𝑖 −1 otherwise(mod 𝑝)



线性递推求逆元

• 该算法时间复杂度为 𝑂(𝑛)；

• 根据上述递归式，也能递归求解单个数字的乘法逆元，时间复杂度上界为
𝑂 3 𝑛 （搬运自 oi-wiki）相关讨论。

• 参考程序

https://www.zhihu.com/question/59033693


*线性求任意𝑛个数的逆元

• 上述线性求逆元只能求 1~𝑛 的逆元，现在要求任意给定的 𝑛个数 𝑎1, … , 𝑎𝑛

的逆元；

• 首先计算 𝑛 个数的前缀积，记为 𝑠𝑖，然后使用快速幂或扩展欧几里得法计

算 𝑠𝑛 的逆元，记为 𝑠𝑣𝑛；

• 对于 𝑠𝑣𝑛 乘上 𝑎𝑛 会与 𝑎𝑛 的逆元抵消，得到 𝑎1𝑎2…𝑎𝑛−1 的逆元，记作

𝑠𝑣𝑛−1，同样的方式能求出任意 𝑠𝑣𝑖；

• 对于 𝑎𝑖
−1，可以通过 𝑠𝑣𝑖 × 𝑠𝑖−1 求得。



模板题

• P3811 【模板】模意义下的乘法逆元 (luogu.com.cn)

• 直接使用上述的线性递推求逆元模板即可。

• P5431 【模板】模意义下的乘法逆元2 (luogu.com.cn)

• 直接使用上述任意 𝑛个数的逆元递推累加即可得到答案；

• 事实上也可以将原式通分后利用前缀后缀和求解，只需求 𝑎1𝑎2…𝑎𝑛 逆元即可；

• 注意解绑后的 cin以及scanf 可能无法通过此题，使用快读后可读入。

https://www.luogu.com.cn/problem/P3811
https://www.luogu.com.cn/problem/P5431


参考代码



谢谢大家^_^


